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I. 서론

도립진자 시스템은 불안정한 동특성과 비선형 모델, 그
리고 비최소위상의 특성을 가지고 있어 제어적 난이도가 

높은 시스템이다. 더불어 제어가 성공적으로 구현되었을 경

우 불안정한 시스템이 되먹임 제어(feedback control)에 의해 

안정화되는 효과를 시각적으로 명확하게 학생들에게 전달

할 수 있기 때문에 교육적 효과가 높은 시스템으로 널리 

알려져 있다. 이런 이유로 시스템 자체의 제어 문제를 해결

하려는 연구와 더불어 교육적 효과를 전달하기 위한 연구 

결과들이 많이 발표되었다[1-4]. 최근에는 이론적 접근을 통

한 도립진자 제어의 어려움을 강화학습을 적용하여 극복하

고자 하는 접근법도 시도되고 있다[5]. 도립진자 제어에 있

어 주로 연구되는 분야는 swing-up 제어이다. swing-up 제어

의 난이도적 측면에서 최고의 난도를 갖는 도립진자는 다

단 도립진자라 할 수 있다. Graichen은 2007년도에 2자유도 

구조의 제어방식을 채택해 2단 도립진자의 swing-up 제어를 

성공하였다[6]. 여기서는 2단 도립진자의 swing-up 궤적을 

오프라인 최적화를 통해 구하고 이를 앞먹임(feedforward) 
형태로 시스템에 인가하여 미리 계산된 궤적과의 오차를 

되먹임(feedback) 제어를 통해 보정하는 방식으로 2단 도립

진자의 swing-up 제어를 수행하는 방식을 취하였다. Graichen
의 방법에 있어 가장 핵심적인 요소는 실제 시스템의 동특

성을 정확히 반영하는 수학적 모델과 모델 parameter를 구

함으로써 swing-up 궤적을 사전에 계산하고 이를 바탕으로 

제어 문제를 완벽한 모델기반 제어의 형태로 가져갔다는 

것이다. 3단 도립진자의 swing-up 제어의 경우 난도적인 측

면에서 2단 도립진자의 swing-up 제어보다 더 어려우나 [7]
에서는 Graichen의 방법을 이용하여 3단 도립진자의 swing-up 
제어도 성공적으로 수행될 수 있음을 실험을 통해 보였다.

저자들이 속한 연구실도 그동안 도립진자의 제어에 대한 

다양한 연구를 수행하여 왔었기에 다단 도립진자의 swing-up 
제어 문제에도 큰 관심을 가졌다. 실제로 다단 도립진자의 

swing-up 제어를 구현해보고자 하였으나 첫 번째 걸림돌은 
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모델기반 swing-up 제어를 위한 2단 도립진자의 

구조 설계 및 계수 추정에 대한 연구
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Abstract: Mathematical models and parameters with high accuracy are required for the swing-up control of a double inverted pendulum. 
This study proposes a mechanical structure of a double inverted pendulum having excellent matching characteristics with a mathematical 
model. The implementation of a parameter estimation method based on nonlinear optimization, which is essential for swing-up control, is 
also proposed. The proposed structure of a double inverted pendulum eliminates backlash using the direct drive of a BLDC motor, 
minimizes the unmodeled frictional force through bearing cleaning and oiling, minimizes unnecessary load torque using the double 
support of a timing pulley shaft and power transmission through a coupling, and constrains the pendulum rotation to one degree-of- 
freedom by adopting a dual-bearing joint. In addition, both 3D printing and CNC milling are appropriately used to satisfy the requirements 
for each mechanical part. The swing motion of the manufactured double inverted pendulum is measured using the lab-built light-weight 
rapid control prototyping 02 (LW-RCP02). The proposed parameter estimation method based on nonlinear optimization is implemented to 
match the response trajectory of the actual double inverted pendulum with that of a Simulink model implemented as an S-function. Finally, 
the effectiveness of the proposed double inverted pendulum design and parameter estimation method is confirmed by showing that the 
mathematical model that, based on the parameters estimated using the proposed method, accurately describes the response characteristics 
of the double inverted pendulum.
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swing-up 제어가 가능한 다단 도립진자 시스템을 구할 수가 

없는 것이었다. Quanser[8]와 같이 제어 시스템 교육용 플랜

트를 전문적으로 연구, 제작 판매하는 회사의 제품군에도 

swing-up 제어가 가능한 구조의 다단 도립진자는 존재하지 

않았다. 저자들은 이런 이유로 직접 2단 도립진자를 제작하

여 swing-up 제어를 구현해보고자 하였고 1년여간의 연구개

발을 통해 2단 도립진자의 제작과 swing-up 제어에 성공하

였다. 시행착오적인 연구를 통해 2단 도립진자의 swing-up 
제어에 가장 핵심적인 요소는 모델과 정합성이 우수하도록 

시스템을 제작하여야 하는 것이며 더불어 모델 parameter를 

정확히 얻어내야 한다는 것이었다. 이 논문에서는 모델과 

정합성이 좋은 구조의 2단 도립진자의 설계 방법을 제안하

고 모델 parameter를 추정하는 방법을 다루고자 한다. 이를 

통해 추후 2단 도립진자의 swing-up 제어를 구현해보고자 

하는 연구 그룹에게 도움이 될 수 있는 연구 결과를 소개

하는 것이 본 논문을 작성하게 된 동기이다.
본 논문은 다음과 같은 구성을 갖는다. 2절에서는 제안

되는 2단 도립진자의 구조에 대해서 다루고 모델과의 정합

성을 우수하게 하는 설계 방법을 제안한다. 3절에서는 제작

된 도립진자의 물리 parameter를 추정하는 방법을 다룬다. 
이때 연구실에서 직접 제작한 LW-RCP[9]라는 rapid control 
prototyping 환경을 사용하여 data를 취득하고 이를 추정에 

활용하는 방법을 사용한다. 끝으로 4절에서는 논문의 결론

을 다루도록 한다.

II. 2단 도립진자의 구조 제안

서론에서 언급했듯이 Griachen이 제안한 2단 도립진자 

swing-up 제어방식은 2단 진자의 동적 특성이 수학적 모델

식과 정합성이 매우 우수한 것을 기반하고 있다. 이 절에서

는 Graichen의 제어방식을 구현할 수 있도록 2단 도립진자

의 수학적 모델 방정식과 정합성이 우수한 도립진자의 기

구적 구조에 대해 제안한다. 이를 위해 먼저 2단 도립진자

의 기구적 개념도와 수학적 모델방정식을 정리하기로 한다.
이 그림 1은 2단 도립진자의 기구적 개념도를 나타낸다. 

그림에서 사용된 변수들의 의미는 다음과 같다. 은 cart
의 질량, , 는 각각 1단 진자와 2단 진자의 질량, , 

는 각각 1단 진자와 2단 진자의 회전축으로부터 무게 중
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그림 1. 2단 도립진자 개념도. 
Fig. 1. The conceptual diagram of a double inverted pendulum.

심까지의 길이, 은 1단 진자의 회전축과 2단 진자의 회

전축까지의 길이를 나타낸다. 그리고 는 cart의 가속도, 

는 cart의 초기위치로부터의 변위, 은 1단 진자의 회전변

위로써 지면에 대한 법선과 이루는 각이며, 는 2단 진자

가 1단 진자와 이루는 상대적인 회전변위를 나타낸다. 과 

는 1단, 2단 진자의 회전축에서 발생하는 마찰계수를 나

타낸다. 논문에서는 SI 단위계를 사용하는 것으로 가정한

다. 그리고 , , 는 rail의 중심점을 원점으로 한 직각좌

표계의 좌표축을 각각 나타낸다. 2단 도립진자의 수학적 모

델은 Euler-Lagrange equation을 이용하여 유도하면 다음과 

같이 식 (1)로 나타낼 수 있다.
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식 (1)에서

  cos cos 
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   cos

  
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(2)

이고  ~ 은 식 (3)과 같이 정의되며 는 중력가속도 

9.81 [ms]를 나타낸다.
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식 (1)은 식 (4)와 같이 다시 정리할 수 있다.
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이를 풀면
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(5)

식 (5)에서 상태벡터    ,   ,   ,   , 

  ,   ,  




로 정의하고 을 가속도 

로 나타내면 최종적으로 2단 도립진자의 모델방정식은 식 

(6)과 같은 비선형 상태방정식으로 나타낼 수 있다.
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



 (6)

상태변수의 마지막 요소인 




는 cart의 위치 정

상상태 오차를 없애기 위해 추가한 항이다. 2단 도립진자의 

모델식은 cart에 축 방향의 수평운동만이 발생할 수 있고 

그 외의 수평운동과 회전운동은 발생하지 않는 것을 가정

하고 있다. 그리고 1단진자와 2단 진자는 각 hinge에서 축 

방향의 회전축을 중심으로 한 회전만이 존재하는 것을 가

정한다. 모델식에서 고려한 마찰력은 속도에 선형적인 관계

를 갖는 마찰만을 고려하며 비선형적 관계를 갖는 정지마

찰과 Coulomb 마찰은 고려하지 않고 있다. 따라서 위의 모

델을 이용하여 2단 도립진자의 swing-up 제어를 모델기반으

로 수행하기 위해서는 이러한 가정에 최대한 부합하도록 

기구부를 설계하여야 한다. 더불어 감속기를 갖는 구동부를 

사용할 경우 backlash로 인한 limit cycle 문제가 심화될 수 

있기 때문에 backlash를 배제한 구동부를 통해 보다 모델정

합성을 높일 수 있다. 제안되는 2단 도립진자는 이러한 가

정에 최대한 부합할 수 있도록 기구부를 설계함으로써 모

델과 실제 시스템의 응답 정합성을 향상시키고자 하는 목

표를 가진다. 그리고 경제적인 비용으로 제작이 가능하게끔 

설계함으로써 대학원 연구실에서도 제작과정을 재현해볼 

수 있게 하는 것을 목표로 한다.
이 논문에서 제안되는 2단 도립진자의 대략의 기구적 구

조는 그림 2와 같다. 그림에서 A는 2단 진자를 나타내며, B
는 cart와 엔코더를 포함한 기구부, C는 rail, D는 idler pulley
가 설치된 레일 고정부, E는 timing pulley와 모터가 결합된 

또 다른 rail 고정부이다. cart로의 동력 전달은 pulley와

A

B

D

E

C
i

j

k

그림 2. 제안되는 2단 도립진자의 기구적 구조.
Fig. 2. The mechanical structure of the proposed double inverted 

pendulum.

timing belt를 이용하는 방식을 채택하고 있으며 rail은 3D 
프린터에서 자주 사용되는 V-slot 구조의 2040 알루미늄 프

로파일을 이용하였다. B, D, E의 기구부는 PLA 소재를 이

용하여 3D 프린터로 제작하였으며 bearing이 사용되어 수치

정밀도가 필요한 1단 및 2단 진자는 아세탈을 CNC로 가공

하는 방식으로 제작하였다.
1. 구동부 설계

그림 3과 4는 pulley와 구동부가 결합된 2가지 구조를 보

여준다. 그림 3과 4 둘 다 감속기를 사용하지 않은 BLDC 
motor를 이용하여 직접 pulley를 구동함으로써 backlash를 

제거할 수 있는 구조이다. 하지만 그림 3의 구조는 motor의 

축에 pulley가 직접 결합된 구조이다. 이 구조는 pulley에 장

착된 timing belt의 장력으로 인해 motor의 구동축이 불필요

한 부하를 직접적으로 받는 구조여서 cart의 속도제어 성능

을 향상시키기에 불리한 구조이다. 반면 그림 4의 구조는 

pulley를 관통하는 축이 2개의 bearing에 의해 2중 지지되는 

구조여서 belt의 장력이 pulley를 관통하는 축에만 전달됨으

로써 coupling을 통해 동력을 전달하는 BLDC motor는 별도

의 부하를 받지 않게 되어 cart의 속도제어 향상에 더 유리

한 구조이다. 본 논문에서는 그림 4의 구조를 채택하여 구

동부를 설계하였다.
2. cart 및 rail부 설계

cart의 병진운동을 위한 2단 도립진자의 rail은 3D 프린터 

부품으로 자주 사용되는 V-slot형 프로파일을 기반으로 설

계하였다. 그림 5와 6은 각각 2020 프로파일과 2040 프로파

일로 구성된 rail이 cart에 결합된 구조를 보여주고 있다. 2
단 도립진자는 swing-up 과정중에 cart에 힘을 인가하게 되

고 이로 인해 프로파일이 그림과 같이 비틀림을 겪게 된다. 
2020 프로파일의 비틀림 각도를 , 2040 프로파일의 비틀림

BLDC motor

pulley

PCB support

3D-printed 
structure

그림 3. pulley가 직접 motor 축에 결합된 구동부의 구조. 
Fig. 3. The driving structure with a pulley directly coupled to the 

motor shaft.

BLDC motor

coupling pulley

PCB support

set collar

PCB support

flange bearing

3D-printed 
structure

그림 4. 제안되는 구동부의 구조. 
Fig. 4. The proposed driving structure. 
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1 wheel

2020 profile

slip ring

hollow shaft 
encoder

encoder wires

그림 5. 2020 알루미늄 profile을 이용한 rail 및 cart 구조.
Fig. 5. The structure of the rail and cart constructed using a 2020 

aluminum profile.

2 wheel

2040 profile

slip ring

hollow shaft 
encoder

encoder wires

그림 6. 제안하는 2040 알루미늄 profile 기반의 rail 및 cart 구조.
Fig. 6. The proposed structure of the rail and cart constructed 

using a 2040 aluminum profile.

각도를 라고 한다면 구조적으로   이 되며 이러한 

비틀림으로 인해 진자가 그림 1에서의 축을 중심으로 회

전하는 현상을 보이게 된다. 하지만 이러한 회전은 앞서도 

언급했듯이 모델 정합성이 좋은 2단 진자를 구성하는데 있

어 전혀 필요하지 않은 회전이므로 가능하면 이러한 비틀

림을 최소화하는 설계가 필요하다. 따라서 본 논문에서는 

그림 6의 구조를 채택한다. 그리고 2단 진자의 회전정보를 

측정하는 Encoder wire를 그림과 같이 중공축(hollow shaft)
을 관통해 slip ring을 통해 처리함으로써 wire의 장력이 진

자의 회전운동에 영향을 끼치지 않도록 설계하고 bearing을 

내장한 wheel을 V-slot 프로파일에 그림 6과 같이 적용하여 

cart의 축 방향 병진운동이 가능하도록 설계하였다. 이때 

wheel의 마찰력은 모델 정합성에 중요한 요소인데 wheel의 

마찰력을 저감하기 위한 방법은 뒷부분에서 다루기로 한다.
3. 진자와 Revolute joint 설계

그림 7은 제안되는 도립진자의 1단과 2단 진자의 결합 

방식을 개념적으로 보여주는 분해도이다. 그림에서 보는 것

과 같이 1단과 2단을 연결하는 revolute joint는 단일 bearing
이 아니라 복렬 bearing 구조를 채택하여 최대한 축 중심

으로의 회전만 발생하도록 설계하였다. 이는 모델과의 정합

성을 향상시키는데 기여할 것으로 예상할 수 있다. 그리고 

2단 진자의 1단 진자에 대한 회전각 를 측정하기 위한 

encoder로 부피가 작은 자기식 encoder를 채택하여 전반적

으로 진자간의 결합 부위를 소형화할 수 있도록 하였다. 2
단 진자의 끝부분에는 추가적으로 무게추를 추가할 수 있

무게추

2단 진자

복렬 
bearing

Joint 
shaft

1단 진자

1단 진자
shaft 고정용 
set collar

Bearing
덮개

Magnetic 
encoder
고정부

Wrench
bolt

i

i

그림 7. 2단 진자의 분해도. 
Fig. 7. The exploded view of the pendulums. 

도록 하여 2단 진자의 회전축으로부터 무게중심까지의 길

이 를 변화시켜가며 실험할 수 있도록 설계하였다. 1단진

자는 먼저 set collar에 고정하고 2차적으로 set collar를 회전

축에 면압을 통해 고정하는 방식을 채택하여 진자와 축을 

견고하게 결합할 수 있도록 하였다.
4. 마찰저감 설계

2단 도립진자에는 cart의 이동부에 사용되는 wheel, 구동

부에 사용되는 idler pulley, 그리고 진자의 revolute joint에 

bearing이 사용된다. 2단 도립진자의 모델식 (1)에 따르면 

속도와 회전각속도에 비례하는 점성 마찰(viscous friction) 
성분만이 포함되어 있고 정지마찰이나 Coulomb 마찰이 포

함되어 있지 않으므로 실제 도립진자도 이와 같은 특성을 

갖게끔 제작하여야 한다. 일반적으로 공장 출하된 bearing의 

경우 장기 사용을 대비하여 비교적 점성이 높은 Grease가 

적용되어 있다. 공장 출하된 bearing을 수정없이 그대로 2단 

도립진자 제작에 사용하게 되면 cart의 경우 정지 마찰과 

Coulomb 마찰이 나타나게 되고 점성마찰 계수도 높게 되어 

더 용량이 큰 구동부를 필요로 하게 되며 우수한 속도제어 

성능을 얻는데 방해 요소가 된다. 또한, revolute joint에 사

용되는 bearing의 경우 정지마찰이 높게 될 경우 2단 도립

진자를 초기 상태(  ,   )로 위치시켜 놓고자 매

번 다른 초기 상태값을 가지는 현상이 발생한다. 이는 도립

진자가 도립의 상태에 이르러 선형제어기로 전환되었을 때 

초기값이 가지는 오차로 인하여 limit cycle 현상이 나타나

는 원인이 된다. 본 논문에서는 이러한 현상들의 단점을 해

결하기 위하여 solvent를 이용하여 bearing의 grease를 세척

하고 bearing 전용의 oil을 적용하여 마찰력을 크게 저감시

키는 방법을 사용하였다. 그림 8은 solvent를 이용한 bearing
의 세척과정을, 그림 9는 bearing 전용의 oil을 적용하는 과

정을 보여준다.
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그림 8. solvent를 이용한 bearing의 grease 제거. 
Fig. 8. Removal of bearing grease using solvent. 

그림 9. bearing 전용 oil의 적용.  
Fig. 9. Application of oil to the bearing.

III. 2단 도립진자의 물리 parameter 추정

2단 도립진자의 swing-up 제어를 위해 사용한 2자유도 

제어기 구조의 개념도는 그림 10과 같다. 그림 10의 구조는 

기본적으로 [6]과 [7]에서 사용한 구조와 동일하다. 그림에

서 는 상태변수이며 , , 는 상태방정식 (6)을 만족

하며 다음과 같은 경계치를 갖는 2점 경계치 문제의 해를 

나타낸다.

 



















  


















 (7)

여기서   
를 만족하며   이여야 한다. 위의 식에

서 첫 번째 초기 상태는 2단 도립진자가 바닥을 향해 늘어

져 있는 상태를 말하며 두 번째 상태는 2단 진자가 완벽한 

도립의 상태를 이루고 있는 것을 나타낸다. [6]과 [7]에서 

밝혀졌듯이 를 feedforward 방식으로 적용하는 방법만으

로는 2단 도립진자를 swing-up 시킬 수는 없다. 실제 실험

Trajectory
generator

Feedback
controller

2단 도립진자

Feedforward
controller

*y

*u

*x uu


x

그림 10. 2자유도 제어기 구조. 
Fig. 10. The block diagram of the 2-DOF controller. 

에서는 cart가 계산된 를 추종한다고 하더라도 모델링 오

차 등에 의하여 와 의 궤적이 와 를 그대로 추종하

지 못하므로 시변(time-varying) LQ 제어기를 이용하여 그 

차이를 보정하는 되먹임제어(feedback control)를 앞먹임제어

(feedforward control)와 같이 사용하는 2자유도 구조의 제어

기를 사용한다. 실제의 실험에서는 , , 의 값들은 

encoder로부터 얻은 정보를 backward difference를 통해 계산

한다. 앞먹임 궤적(feedforward trajectory) ,  등을 수치

적으로 계산하기 위해서는 direct transcription method 등의 

방법을 이용할 수 있다[10]. swing-up에 적용가능한 , 

를 계산하기 위해서는 그림 1에서 나타난 2단 도립진자가 

갖는 8개의 parameter , , , , , , , 를 정확

히 추정해야 한다. 여기서는 연구실에서 개발한 rapid 
control prototyping 장비인 LW-RCP02를 이용하여 parameter
를 추정하는 과정을 제안하고자 한다.
1. LW-RCP02 소개

효율적인 제어기 설계 방법으로써 RCP(Rapid Control 
Prototyping)는 메카트로닉스[11,12], 자동차[13], 모션제어[14] 
등의 다양한 분야에서 사용되어 왔다. dSpace[15]나 Quanser 
Consulting[8]과 같은 회사에서 판매하는 상용 RCP 장비가 

매우 고가인 것에 비해 LW-RCP(Light-weight rapid control 
prototyping)는 연구실에서 개발되어 상용의 RCP 장비들과 

대등한 성능을 가짐에도 상대적으로 경제적인 비용으로 구

성이 가능하다. LW-RCP01은 상대적으로 적은 수의 입/출력

을 제공하지만 그동안 연구실에서 수행했던 다양한 연구에

서 유용하게 사용되었다[4,9,16]. LW-RCP는 hardware 
interface를 담당하는 LW-RCP 하드웨어 장치와 Simulink에
서 사용하는 library block으로 구성된다. 제어기 설계자는 

LW-RCP library에서 제공되는 block을 이용하여 하드웨어 

접근을 담당하는 block 기반 알고리즘을 구성하고, Simulink
에서 기본적으로 제공되는 block을 이용하여 제어 연산과 

관련된 부분의 알고리즘을 구성한다. LW-RCP 하드웨어 장

치와 LW-RCP library block을 이용하여 구성한 Simulink 모
델은 그림 11과 같은 방식을 통해 상호작용한다. sensor 
data의 측정이나 control data를 출력 peripheral에 적용하는

LW RCP 장치로부터
sensor data 수신

수신된 sensor data를
이용하여 control data 계산

Sensor data를 측정하여
Simulink 측으로 전송

수신된 control data를
출력 peripheral에 적용

Loop

PC ( Simulink)
LW RCP Unit
(ATSAM3X8E)

Loop

계산된 control data를
LW RCP 장치로 전송

USB

USB

USB

그림 11. LW-RCP의 동작방식. 
Fig. 11. The flowchart of the LW-RCP operation. 
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그림 12. LW-RCP02 장치의 실물 사진. 
Fig. 12. The picture of LW-RCP02 hardware unit. 

표 1. LW-RCP01과 LW-RCP02의 입/출력 비교.
Table 1. I/O comparison between LW-RCP01 and LW-RCP02.

Block name LW-RCP01 LW-RCP02

Input
blocks

Encoder counter 2 channel (32-bit) 8 channel (32-bit)

ADC 8 channel (12-bit) 8 channel (12-bit)

Digital input 8-bit 8-bit

Period and duty 3 channel 4 channel

Time/Time 
difference

resolution : microsecond

Outpu
t

blocks

PWM 6 channel 7 channel

DAC 2 channel (12-bit) 4 channel (14-bit)

Digital output 8-bit 8-bit

Frequency 2 channel (40kHz)
4 channel 
(40kHz)

BLDC PWM 2 channel 2 channel

(LW-RCP02)  ENC0

(LW-RCP02)  DI (LW-RCP02) DO

(LW-RCP02) FREQ0

(LW-RCP02)

 Sector Value

 BLDC PWM1

(LW-RCP02)  TIME

(LW-RCP02)  ADC0 (LW-RCP02) DAC0

(LW-RCP02)

 PERIOD0

 DUTY0

(LW-RCP02)

 Freq : 20000 Hz

 PWM0

그림 13. LW-RCP02에서 지원하는 입/출력 library block. 
Fig. 13. The I/O library block of LW-RCP02. 

것과 같이 hardware interface가 필요한 부분은 LW-RCP 장
치가 담당하고 Simulink 기반의 제어 알고리즘은 제어연산

을 담당하는 구조이다. Simulink가 동작하는 PC와 LW-RCP 

하드웨어 장치와의 통신은 High-speed USB 통신을 통해 이

루어지며 최고 2 KHz까지의 샘플링 주파수를 지원한다.
그림 12는 LW-RCP02 장치의 실물 사진을 보여준다. 

LW-RCP01과 LW-RCP02의 입/출력 기능 차이는 표 1과 같다. 
LW-RCP02의 경우 Encoder channel 수가 8개로 LW-RCP01
에 비해 월등히 앞서며 그 외에도 LW-RCP01에 비해 입/출
력 기능이 크게 향상되었다. 그림 13은 LW- RCP02에서 지

원하는 입/출력 library block들을 보여준다. 2단 도립진자의 

경우 구동부 Encoder, 그리고 1단 진자와 2단 진자에 장착

된 Encoder를 합쳐 모두 3개의 Encoder를 처리할 수 있어야 

하는데 LW-RCP01의 경우 2개의 encoder만 처리할 수 있기 

때문에 2단 도립진자의 parameter 추정 실험에 활용될 수 

없다.
2. 물리 parameter의 추정

추정해야 될 8개의 parameter인 , , , , , , 

, 는 cart를 특정방식으로 구동시켜 진자를 흔들 때 발

생하는 상태변수의 궤적을 이용하여 추정한다. 하지만 측정

한 상태변수의 궤적을 발생시키는 parameter들의 값이 유일

하지는 않다는 것에 유의해야 한다. 이를 더 명확히 설명하

기 위해 그림 1에서 2단 진자를 제거한 1단 도립진자의 모

델방정식만을 생각해보자.

  sin 
 


cos (8)

여기서 , 는 각각 식 (9)와 같다.

  



   



 (9)

과 는 4개의 parameter , , , 의 함수이므로 

동일한 , 을 갖는 , , , 의 조합은 유일하지 않

다. 여기서 만약 2개의 parameter를 고정하게 되면 나머지 

parameter들을 추정하는 문제에서는 유일한 해를 얻을 수 

있게 된다. 따라서 본 논문에서는 4개의 parameter 중에서 

측정이 가능한 과 을 각각 저울과 길이 측정장치를 

이용하여 측정 후 고정하고 회전관성모멘트 과 은 실험

을 통해 얻은 data를 이용하여 추정하는 방식을 사용하기로 

한다. 2단 진자의 parameter 또한 1단 진자의 parameter 추정

과 동일한 방식을 사용하여 추정한다. 먼저 cart를 움직였을 

때 발생하는 상태변수의 궤적을 측정하기 위하여 그림 14
와 같은 Simulink model을 구성하였다. 그림에서는 정현파 

형태의 전압 입력을 인가하여 cart를 구동하는 것을 나타내

고 있지만 입력부의 형태를 수정하거나 또는 cart를 직접 

손으로 운동시키는 방식을 통해 다양한 형태의 가속도 입

력 파형을 인가할 수 있다. 실험을 통하여 발생하는 출력 

궤적은 Simulink의 To Workspace block을 이용하여 저장이 

가능하다. 그림 15는 그림 14의 Double Inverted Pendulum으

로 표시된 Subsystem의 내부를 보여준다. LW-RCP02에서 

제공하는 Encoder, PWM, Time 등의 block을 활용하여 구성

되어 있어 사용자가 입/출력 data의 처리에 대한 부담을 크

게 낮출 수 있고 해결하고자 하는 문제의 본질에만 집중할 
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수 있게 도와준다. 해당 Simulink model은 Rapid accelerator 
mode로 구동하면 real-time으로 data 취득이 가능하다. 여기

서는 1 ms의 sampling time을 적용하였다. 그림 16은 그림 

14의 Simulink model을 이용하여 BLDC motor를 구동하고 

필요한 Encoder 정보를 취득하기 위한 LW-RCP02 Hardware 
unit과 BLDC driver와의 결선을 보여주고 있다. 그림 14의 

Simulink model을 실행함으로써 취득한 data를 이용하여 각

각의 진자에 대한 관성모멘트와 마찰계수를 [7]에서와 같이 

Least square 방법을 이용하여 추정할 수 있다. 1단 진자의 

식 (8)을 다시 쓰면 식 (10)과 같이 정리할 수 있다.

 



sin  


cos  














 (10)

여기에서 LW-RCP02를 이용하여 취득한 후 Least square에 

적용할 data의 시점이 에서  까지라면

   
 









⋮








  
 






sin  


cos  

sin  


cos  

⋮ ⋮

sin  


cos  

















 

(11)

이며 과 의 Least squares 추정값 과 는 식 (12)

와 같이 구할 수 있다.











     (12)

여기서 , , 그리고 cart의 가속도 는 LW-RCP02를 이

용하여 계산에 필요한 data를 이미 취득한 상태이므로 좀더 

정확한 계산을 위해 backward difference가 아니라 central 
difference를 이용하여 계산하도록 한다[17]. 여기서는 cart의 

운동이 포함되어 있는 형태로 식이 정리되었지만 cart를 rail
의 구석에 고정시킨 후 진자만 자유낙하시키는 방식을 사

용할 경우 식 (11)에서 를 모두 0으로 처리하면 된다. 이
제 진자의 관성모멘트 과 마찰계수 은 식 (9)를 이용하

여 식 (13)과 같이 계산된다.

 




    
 (13)

2단 진자의 관성모멘트 와 도 동일한 방법을 통하여 

추정할 수 있다. 이 경우 2단 진자를 1단 진자에 결합한 경

우라면 cart와 1단 진자를 rail의 구석에 고정하여 움직임이 

없게 한 후 2단 진자만 자유낙하 시키는 방식을 적용하는 

것이 편리하다. 이를 통해 1단진자와 2단진자의 8개의 

parameter인 , , , , , , , 를 모두 추정할 

있고 swing-up feedforward 궤적 와 를 offline 계산을 

통해 구할 수 있다. 이 과정을 1차 추정이라고 부르기로 하

자. 1차 추정의 결과로 얻어진 parameter 값은 다음과 같다.

volt

y

theta1

theta2

dot_y

dot_theta1

dot_theta2

int_y

accelation

Double Inverted Pendulum

dot_theta1

theta1

y

theta2

dot_y

dot_theta2

Sine Wave

volt

int_y

acc

그림 14. 2단 도립진자 Simulink model. 
Fig. 14. The Simulink model of a double inverted pendulum.
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그림 15. LW-RCP02 block을 이용하여 구성한 2단 도립진자 

Simulink model의 내부.
Fig. 15. The inside of the Simulink model of the double inverted 

pendulum constructed using the LW-RCP02 library 
blocks.

그림 16. LW-RCP02 Hardware unit과 BLDC driver와의 결선.
Fig. 16. The wiring of the LW-RCP02 hardware unit and the 

BLDC driver.



주 도 윤, 최 창 규, 정 종 익, 이 영 삼800

   ×     × 

     

     

  × 





 


   × 





 




(14)

2단 도립진자 swing-up에 필요한 feedforward 궤적은 상

태방정식 (6)을 만족하면서 식 (7)로 주어지는 2점 경계치 

문제를 풀어 구할 수 있는데 이때 구한 가속도에 대한 

feedforward 궤적 를 인가하였을 때 발생하는 2단 도립진

자의 상태궤적이 2점 경계치 문제의 해의 궤적과 유사하게 

나온다면 parameter가 비교적 정확하게 구해진 것을 의미한

다. 이때는 추가적인 parameter 추정 없이 그림 10과 같이 

feedfoward 궤적과의 차이를 시변 LQ 제어기를 통해 보정

하는 2자유도 방식으로 제어를 수행함으로써 swing-up 제어

를 수행하게 된다. 또한 그림 10에서 cart에 인가해야될 가

속도 명령 는 feedforward 궤적 와 시변 LQ 제어기의 

출력 ∆의 합으로 구해진다. BLDC 모터를 사용하는 2단 

도립진자 시스템에서 가속도 을 cart에 그대로 발생하게 

하는 것은 불가능하기 실제 제어에서는

   




 (15)

식 (15)와 같이 cart가 추종해야 될 속도 reference 을 

가속도 명령 를 적분하여 생성한 후 cart의 속도 가 

을 추종하도록 하는 PI 형태의 속도 제어기가 사용된다. 속

도 제어기가 우수하다는 가정하에  ≈ 가 성립하게 된다.
하지만 [6]과 [7]에서도 언급했듯이 1차 추정의 결과로 얻

은 parameter를 이용하여 구한 를 인가하여 얻은 상태궤

적이 2점 경계치 문제의 해와 차이가 경우가 발생할 수 있

다. 이 경우는 feedforward 궤적과 실제궤적의 차이를 시변 

LQ 제어기가 충분히 보정해주지 못하게 되고 이로 인해 

swing-up 제어에 실패할 확률이 높아지게 된다. 1차 추정에

서는 1단과 2단의 진자에 대한 parameter를 독립적으로 구

하였는데 이렇게 구한 parameter가 1단과 2단이 결합된 2단 

도립진자의 특징을 정확하게 잡아내지 못하기 때문이고 특

히 마찰계수가 차이를 유발하는 주 원인이 된다. 이 경우에

는 1차 추정의 결과를 바탕으로 2차 추정을 수행해 시스템

의 물리적 특성을 좀더 정확히 반영하는 parameter를 구하

게 된다. 2차 추정의 기본적인 과정은 다음과 같다. 먼저 1
차 추정의 결과로 얻어진 parameter를 이용하여 feedforward 

궤적을 계산하고 그 결과로 얻어진 가속도 궤적 를 cart
에 인가하여 실제 상태궤적 을 측정한다. 1차 parameter 

추정의 결과가 우수하다면  ≈ 이겠지만 추정의 결과

가 좋지 않은 경우 과 는 시간이 지남에 따라 차이가 

크게 벌어짐에 유의하자. 2차 parameter 추정문제는 측정된 

상태궤적 을 이용하여 식 (16) ~ (17)과 같이 설정할 수 

있다. 여기서 함수의 인자로 parameter vector인 가 사용된 

것은 궤적이나 상태방정식이 parameter의 함수임을 나타내

며 첨자 은 실제 측정 data임을 나타낸다.


min  





   

    (16)

  subject to    (17)

                          

  ,   이며 는 경우에 따라서 값이 비교적 확

실한 parameter를 제외하고 구성하여 문제를 설정할 수도 

있다. 예를 들어 질량 , 와 회전중심과 무게중심간의 

길이 , 는 측정을 통해 비교적 정확한 값을 구할 수 있

기 때문에 이 경우에는      로 설정한다. 

또는 마찰계수만 추가적으로 추정하려면    로 

설정한다. 위의 문제에서 만족해야 하는 상태방정식의 입력

으로 가 사용된 것에 유의하자. 는 1차 추정된 

parameter를 이용하여 2점 경계치 문제를 풀어서 얻은 가속

도 feedforward 궤적을 나타낸다. 식 (16)의 최적화 문제를 

풀기 위하여 그림 17과 같이 C-code로 구성한 2단 도립진

자의 S-function block을 구성하였다. S-Function은 사용자가 

정의하여 block의 동작을 정의할 수 있도록 하는 기능이며 

Matlab script 또는 C-code로 작성 가능하다. 여기서는 속도 

최적화를 위하여 C-code로 S-function을 구성하였다. 이 

S-function block은 2단 도립진자의 8개의 parameter를 인자

로 받아 상태방정식 (6)을 풀이하고 그 결과는 To 
Workspace block을 통하여 저장할 수 있도록 전체 모델이 

구성되어 있다. S-function block의 입력으로는 시간에 따른 

가속도 궤적이 사용되며 그림 17에서는 변수 acc가 이에 

해당한다. 변수 acc는 의 궤적정보를 담고 있으므로 그림 

17의 Simulink model를 시간   동안 실행하게 되면 2단 도

립진자에 를 인가했을 때의 상태궤적을 수치적으로 구할 

수 있게 된다. 그림 18은 그림 17에서 double_IP_Param이라

고 이름붙은 2단 도립진자 block의 대화상자를 보여준다. 
즉 도립진자의 parameter를 변경하면서 식 (17)의 상태방정

식을 풀이할 수 있다. 최적화 문제는 Matlab의 비선형 최적

화 solver 명령어인 fmincon을 사용하여 풀이하였다. 
fmincon을 사용하기 위해서는 먼저 비용함수를 정의하는 

Matlab 함수를 정의해주어야 한다. 위의 최적화 문제에서도 

기술되었듯이 과  그리고 parameter vector 를 인

자로 받아 식 (16)에서 주어진 비용을 계산하는데 

와 는 그림 17의 Simulink 모델을 실행하여 얻는다.

theta2

theta1

double_IP_param Demu

y

[t acc]

From
Workspace d_theta1

d_theta2

dot_y

그림 17. S-Function으로 구성한 2단 도립진자 block. 
Fig. 17. The DIP (double inverted pendlum) block implemented 

through an S-Function.
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그림 18. 2단 도립진자 block의 대화상자.
Fig. 18. The dialog box of the double inverted pendulum block.

그림 19. 함수 dip_cost의 Matlab code.
Fig. 19. The Matlab code of the function dip_cost.

그림 19의 matlab code는 fmincon을 호출할 때 필요한 비용

정의 함수 dip_cost의 내용을 보여준다. 여기서는 parameter 
vector      로 가정하고 비용을 정의하였다. 명

령어 sim을 이용하여 Simulink 모델을 실행시켜 필요한 궤

적 정보를 얻는 것을 볼 수 있다. 참고로 DIP_param_ test는 

그림 17의 Simulink 모델의 이름이다.
3. 실험결과

추정한 parameter의 정확성을 검증하기 위하여 실험을 수

행하여 보았다. 식 (14)에 주어진 1차 추정의 결과를 이용

하여 상태방정식 (6)을 만족하며 식 (7)의 2점 경계치를 만

족하는 문제를 풀어 feedforward 궤적을 구하였다. feed-
forward 궤적은 모델의 응답에 해당한다. 그리고 이때 얻어

진 가속도 를 LW-RCP02를 이용하여 실제 2단 도립진자

에 적용함으로써 진자의 실제 각도 과 를 측정하였다. 

그림 20과 그림 21은 각각 feedforward control 만을 적용하

였을 때 모델의 응답과 실제의 진자 각도의 응답을 비교하

여 나타내고 있다. 이때 swing-up에 소요되는 시간 는 

2.36초로 선정하였다. 그림에서 볼 수 있듯이 모델의 응답

0 0.5 1 1.5 2
time[sec]
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1
Feedforward control : 1 [rad]

model
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그림 20. Feedforward control만 적용했을 때의 의 모델 응답

과 실제 응답.
Fig. 20. The actual response and model response for  when 

only feedforward control is applied.
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그림 21. Feedforward control만 적용했을 때의 의 모델 응답

과 실제 응답.
Fig. 21. The actual response and model response for  when 

only feedforward control is applied.

과 실제 진자 각도의 응답은 은 1.7초까지 는 1.4초까

지 약간의 지연을 제외하곤 일치하는 양상을 보이는 것을 

알 수 있다. 그 이후의 궤적이 벗어나는 것은 2단 도립진자

의 모델식이     에서 불안정한 특성을 가지기 때문

에 생기는 현상이다. 물론 parameter 추정이 좀 더 우수하게 

된다면 이 그림에서 모델응답과 실제 응답이 일치하는 시

간이 더 길어지게 된다. 이러한 특성을 보이는 1차 추정의 

결과를 이용하여 2자유도 구조의 제어를 적용해 보았다. 만
약 1차 추정의 결과가 우수하지 않다면 2자유도 구조의 제

어를 통해 swing-up에 성공하지 못할 것이다. 그림 22와 23
은 2자유도 제어를 적용했을 때 1단 진자와 2단 진자의 모

델 응답과 실제 응답을 비교하여 나타낸 것이다. 시변 LQ 
제어기를 추가함으로써 모델의 응답(즉 feedforard 궤적)과 

실제 응답의 차이가 현저하게 감소함을 알 수 있다. 실험에

서 나타난 응답을 통해 1차 추정의 결과만으로도 충분히 

우수한 추정이 이루어졌음을 알 수 있다. 저자들의 경험에 

의하면 joint에 사용되는 베어링을 세척하고 oiling하는 작업
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그림 22. 2자유도 제어를 적용했을 때의 의 모델 응답과 실

제 응답.
Fig. 22. The actual response and model response for  when 

2-DOF control is applied.
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그림 23. 2자유도 제어를 적용했을 때의 의 모델 응답과 실

제 응답.
Fig. 23. The actual response and model response for  when 

2-DOF control is applied.

그림 24. 2단 도립진자의 swing-up 제어에 대한 Youtube 영상.
Fig. 24. The Youtube video for swing-up control of the DIP.

을 하기 전에는 대부분 1차 추정 후에 추가적으로 fmincon을 

이용한 2차 추정을 시행해 주어야만 swing-up이 가능한 

parameter를 얻을 수 있었으나 bearing 세척 및 oiling 과정을 

도입하고 난 후부터는 1차 추정의 결과만으로도 충분히 

swing-up이 가능한 parameter 들을 구하는 경우를 시행 중 더 

자주 확인하였다. 그림 24는 추정된 parameter를 이용하여 2
단 도립진자의 swing-up 제어를 실험한 영상을 Youtube에 

upload 한 후 Youtube 화면을 캡쳐한 그림이며 실제 Youtube 
영상으로 (영상 제목 : Swing-up control of the double inverted 
pendulum : Simulation Vs. Experiment, 채널 명 : Embedded 
Control Lab., 영상 주소 : https://youtu.be/e7669NPbENY)실험

결과를 영상을 통해 확인할 수 있다.
본 논문의 2단 도립진자의 구조 제안과 parameter 추정에 

초점을 맞춘 논문이므로 제어기 설계와 같은 구체적인 내

용은 다루지 않기로 한다.

IV. 결론

이 논문에서는 수학적 모델과의 동특성 정합 특성이 우

수한 2단 도립진자의 구조를 제안하였고 최적화 기법에 기

반한 parameter 추정기법을 구현하여 swing-up 제어에 필요

한 신뢰성 있는 수학적 모델을 확보하는 방법을 제시하였

다. 도립진자의 제작과정에서 모델과의 동특성 정합특성을 

향상시키기 위한 몇 가지 시도를 도입하였다. 첫째, 감속기

를 사용하지 않는 BLDC motor를 이용하여 직접 timing 
pulley를 구동함으로서 backlash를 제거하였다. 둘째, 공장 

출하된 bearing의 점도가 높은 grease로 인해 발생할 수 있

는 모델링 되지 않는 마찰력을 최소화하기 위해 bearing 세
척과 oiling 과정을 도입하였다. 셋째, 동력전달과정에서 불

필요한 load torque를 최소화하기 위하여 timing pulley shaft
를 2중 지지구조로 제작하였고 coupling을 이용하여 동력을 

전달하는 구조를 채택하였다. 마지막으로, 진자가 1자유도

의 회전만을 갖게 하기 위하여 복렬베어링 구조의 joint를 

채택하였다. 제작된 도립진자가 갖는 물리 parameter를 정확

히 추정하여 swing-up에 필요한 feedforward 궤적을 계산하

기 위해 fmincon 이라는 비선형 최적화 solver에 기반한 

parameter 추정방법을 Simulink model을 사용하여 구현하는 

방법을 제시하였다. 또한, parameter의 추정 과정과 제어 실

험에는 연구실에서 개발한 LW-RCP02를 활용하여 상위과정

의 사고를 통해 전체적인 알고리즘 구현을 가능하게 하였

다. 제시된 방법으로 추정된 parameter를 이용하여 2단 도립

진자의 모델을 구하고 이를 기반으로 2자유도 제어를 수행

하여 swing-up이 성공적으로 수행되는 것을 실험을 통하여 

확인하였고 이를 통해 제안된 방법이 유용함을 예시하였다.
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